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摘　　　要：为解决现有的时频域融合算法中反复使用快速傅里叶变换而出现频谱混叠误差和频谱系数周

期性重复的问题，采用快速抗混叠傅里叶变换取代原有的快速傅里叶变换，从计算精度和效率两个方面对时

频域融合算法进行改进．使用改进后的抗混叠时频域融合算法对某真实叶片的非线性强迫振动响应进行了

计算，并与原算法的计算结果进行了比较．计算结果表明：抗混叠时频域融合算法在保证精度的前提下，计算

速度约为原算法的４倍．该算法适合于有限元模型、精度要求高的非线性系统的动力学响应分析．
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　第６期 刘雅琳等：抗混叠时频域融合算法及在叶片响应分析中的应用

　　透平机械在运行时，叶片常因受到气流激励
而诱发高周疲劳失效．实际工作中多采用围带、凸
肩或缘板阻尼器这样的伴随结构，增加系统结构
阻尼，降低叶片振动应力．因阻尼结构的引入为叶
片系统带来的非线性干摩擦力，给叶片动力学特
性的研究增添了不少困难．
如何高效且准确地求解叶片系统非线性动力

学方程是阻尼结构叶片响应分析的关键问题．常
见的求解方法有：时间积分法、频域方法和时频域
方法．时间积分法因计算时间长，已不能满足工业
设计对时间的要求．在频域方法中，经典的谐波平
衡方法（ＨＢＭ）［１－２］无法处理超谐波和次谐波分
量，增量谐波平衡法（ＩＨＢ）［３－４］及伽辽金／牛顿哈
希方法（ＧＮＲ）［５］尽管能考虑非线性摩擦力高次
谐波分量的影响，计算量却随着所考虑谐波数的
增加呈几何增长，且每次迭代都需要求解一个维
数很大的Ｊａｃｏｂｉｎ矩阵，计算量巨大．以时频域融
合算法（ＡＦＴ）［６］为代表的时频域方法是目前最
为常用的一类多谐波分析方法，该方法充分利用
了非线性系统的特性和时频域分析各自的优势，
通过时域中的周期运动准确地描述非线性摩擦

力，再通过傅里叶变换转换到频域中对大型非线
性代数方程组进行高效求解，因此受到了广泛地
关注和发展［７－１０］．然而，现有的时频域融合算法在
计算中需要多次使用快速傅里叶变换在时域与频

域间进行转化，由此产生的混叠误差及其积累，影
响了计算的精确性．
本文将从提高谐波分析精度和减少谐波分析

采样数这两个方面入手对时频域融合算法进行改

进，发展一种可考虑多次谐波影响的高精度、高效
率的非线性动力学稳态响应求解方法———抗混叠
时频域融合算法．使用该算法对某真实叶片的强
迫振动响应进行了计算分析，并对影响叶片系统
振动响应的关键参数进行了研究．

１　阻尼结构叶片运动方程

某真实叶片如图１所示，采用Ｚ型围带结
构．叶片在静止时相邻围带工作面存在间隙，工
作中在离心载荷作用下，叶片发生扭转恢复，使
相邻围带相互接触形成摩擦接触面．当叶片在
振动时，两接触面相互摩擦产生摩擦力，消耗系
统的振动能量．
叶片的有限元运动方程可表示为

Ｍ̈Ｘ（ｔ）＋ＣＸ（ｔ）＋ＫＸ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）＋Ｆｎｌ（ｘ，ｘ）
（１）

其中Ｍ，Ｋ，Ｃ分别为叶片系统的质量矩阵、刚度
矩阵和材料阻尼矩阵；Ｘ为位移向量；Ｐ和Ｆｎｌ分
别为激振力载荷向量和作用在围带处的非线性干

摩擦力向量；ｘ和ｘ 表示围带接触区域节点的位
移与速度．

图１　围带叶片有限元模型及围带接触结构

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔａｃｔ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｈｒｏｕｄｅｄ　ｂｌａｄｅ

２　抗混叠时频域融合算法

使用时频域融合算法对式（１）进行求解时，需
同时对方程两边进行傅里叶变换，并引入ωｋ 满足
离散傅里叶变换的需要，得到如下非线性代数方
程组：

Λ（ω）·Ｘ（ω）＝Ｐ（ω）＋η［ω，Ｘ（ω）］ （２）

ω＝ ｛ωｋ｝ （３）

ωｋ ＝ ２πｋ
ΔＴ·Ｎ　

ｋ＝０，１，…，Ｎ－１ （４）

其中Λ（ω）表示系统线性部分的傅里叶变换，是
频率ω的函数；Ｐ（ω），η［ω，Ｘ（ω）］，Ｘ（ω）分别为

Ｐ（ｔ），Ｆｎｌ（ｘ，ｘ）及Ｘ（ｔ）的傅里叶变换．ΔＴ 和Ｎ
是离散傅里叶变换中所考虑的采样时间和采

样点数．
方程（２）是关于未知量Ｘ（ω）的非线性代数

方程组，需要迭代求解．现有的时频域融合算法在
进行迭代计算时，使用快速傅里叶正反变换实现
时域与频域间相互转换，由于快速傅里叶变换客
观存在着频谱混叠误差与频谱系数周期性重复的

不足，影响了整个时频域融合算法的计算精度和
效率．
快速抗混叠傅里叶变换［１１］在计算复频谱系

数时采用分段积分的方法将信号ｘ（ｔ）在区间
［０，Ｔ］内分成若干段，用泰勒级数来逼近每个小
区间的连续信号，这不仅区别于快速傅里叶变换
通过离散序列求和来近似计算连续函数ｘ（ｔ）在

９３２１
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区间 ［０，Ｔ］上的积分，而且最大程度的还原了傅
里叶级数中通过积分计算复振幅值的计算方法，
有效地减少分析误差并提高计算精度．信号ｘ（ｔ）
在ｔ＝ｔｎ 处展开为泰勒级数，取前Ｍ＋１阶逼近

ｘ（ｔ）≈∑
Ｍ

ｍ＝０
ａｍ（ｔ－ｔｎ）ｍ （５）

其中ａｍ 表示泰勒级数的系数，Ｍ 的取值决定了
计算的精度．将式（２）代入区间傅里叶变换公式
中，并多次使用分部积分法，直至被积函数变为零
为止，得到

Ａｋｎ ＝∫
ｔｎ＋Δ

ｔｎ－Δ
ｘｎ（ｔ）·ｅ－ｊ　ｋωｔｄｔ＝

∑
Ｍ－１
２

ｊ＝０

ｘ（２ｌ）ｎ （ｔ）
（－ｊ　ｋω）２ｌ＋１

－ ｘ
（２ｌ＋１）
ｎ （ｔ）
（－ｊ　ｋω）２ｌ＋［ ］２ ·ｅ－ｊ　ｋω｛ ｝ｔ

ｔｎ＋Δ

ｔｎ－Δ

（ｌ≥０） （６）
式（６）中ｘ（２ｌ）ｎ （ｔ），ｘ（２ｌ＋１）ｎ （ｔ）分别为ｘｎ（ｔ）的２ｌ阶
与２ｌ＋１阶导数．快速傅里叶变换的频谱计算方
法可以看作是式（６）中Ｍ ＝０的特例，即用ｘ（ｔ）
在ｔｎ 处的采样值代替了 ［ｔｎ－Δ，ｔｎ＋Δ］区间的

ｘｎ（ｔ），因而造成频谱混叠．采用多项式逼近各区
段内的ｘｎ（ｔ）则消除了频谱混叠的来源，精确地
计算出了Ａｋｎ 对应的积分值，不会对计算精度造
成影响．
此外，快速傅里叶变换的递推公式中存在频

谱系数Ａｋ＋Ｎ ＝Ａｋ 的周期性重复，即Ｎ 个采样点
只能确定Ｎ／２个频谱系数．而快速抗混叠傅里叶
变换在一个周期内使用信号的Ｎ＋１个采样点可
以分析计算出Ｎ 次的谐波幅值及其初相角，避免
了频谱系数周期性重复的问题．使用近半数的离
散采样点数就能描述出快速傅里叶变换所计算的

谐波分量，最大限度的扩展了频谱分析的范围，在
保证了高阶非线性分析能力的同时大幅减少了数

据运算量．
鉴于快速抗混叠傅里叶变换ＦＡＦＴ（ｆａｓｔ　ａｎ－

ｔｉ－ａｌｉａｓｉｎｇ　Ｆｏｕｒｉｅｒ　ｔｒａｎｓｆｏｒｍ）在进行时域与频域
转换时不会出现频谱混叠误差，还能扩展频谱分
析范围，本文将其引入时频域融合算法对原算法
进行改进，改进后的抗混叠时频域融合算法的计
算流程如图２所示．
假设叶片有限元模型有ｍ 个自由度，那么式

（２）方程组共包含有ｍＮ 个方程．忽略非线性摩
擦力所需的计算量，原算法进行一次迭代，以简单
迭代为例，需要进行ｍＮ（ｍ＋ｌｂＮ）次运算，其中
完成所有的快速傅里叶变换需要ｍＮｌｂＮ 次运
算，求解整个代数方程组需要ｍ２　Ｎ 次运算．而抗

图２　抗混叠时频域融合算法流程图

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈ　ｍａｐ　ｏｆ　ａｎｔｉ－ａｌｉａｓｉｎｇ　ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ／ｔｉｍｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｍｅｔｈｏｄ

混叠时频域融合算法进行一次简单迭代共进行

ｍ（Ｎ／２＋１）［ｍ＋ｌｂ（Ｎ／２＋１）］次运算，减少了

ｍ２（Ｎ／２ － １）＋ ｍｌｂ［ＮＮ／（Ｎ／２ ＋ １）（Ｎ／２＋１）］
次运算．

３　阻尼叶片系统振动响应分析

３．１　抗混叠时频域融合算法有效性验证

分别采用现有的时频域融合算法（ＡＦＴ）和
抗混叠时频域融合算法（ＡＡＦＴ）对图１所示叶片
进行强迫振动响应计算，并对计算结果进行了比
较．图１中的围带叶片模型共有１６　０６８个八节点
六面体单元和２０　７６５个节点，其中位于摩擦接触
面上的节点有５７９个．叶片围带处的摩擦接触状
态采用三维摩擦接触微滑移模型［１２］（图３）进行模
拟．接触面１和接触面２分别代表相邻围带间的
摩擦接触面，接触面被离散成多个摩擦接触点对

图３　围带摩擦接触面上两接触点的几何示意图

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｏｍｅｔｒｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｍｉｎａｌ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｓｕｒｆａｃｅ

ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｗｏ　ｐｏｉｎｔｓ
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以模拟微滑移摩擦特性．通过对每个摩擦接触点
对运动轨迹的求解，可以得到围带接触面上多点
分布的界面约束力．每个摩擦接触点对包含２个
摩擦接触点（点Ａ、点Ｂ）和两个无质量的弹簧ｋｔ，

ｋｎ．其中，ｋｔ和ｋｎ分别表示接触面的切向接触刚
度与法向接触刚度．摩擦接触点Ａ与面１保持黏
滞，当面１相对于面２发生运动时，摩擦接触点Ｂ

沿着面２会发生黏滑运动，产生界面约束力．本文
采用的激振力大小为５Ｎ，静摩擦因数μｓ＝０．３３，
动摩擦因数μｄ＝０．３；切向刚度和法向刚度分别
为ｋｔ＝１．０×１０７　Ｎ／ｍ，ｋｎ＝１．０×１０７　Ｎ／ｍ．
激振频率为４５０ｒａｄ／ｓ时，原算法（ＡＦＴ）和抗

混叠时频域融合算法（ＡＡＦＴ）的计算结果如表１
所示．

表１　ＡＦＴ和ＡＡＦＴ在ω＝４５０ｒａｄ／ｓ的计算结果

Ｔａｂｌｅ　１　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ＡＦＴ　ａｎｄ　ＡＡＦＴ　ｉｎω＝４５０ｒａｄ／ｓ

使用方法 离散点个数 计算时间／ｓ 轴向振幅／ｍｍ 周向振幅／ｍｍ 径向振幅／ｍｍ

ＡＦＴ　 １　０２４　 ９．０１　 ０．０３９　５４２　 ０．０２１　３５　 ０．００６　５００　２

ＡＡＦＴ　 ５１２　 ４．８７５　 ０．０３９　５４５　 ０．０２１　２１１　 ０．００６　４７２　４

ＡＡＦＴ　 ２５６　 ２．３１　 ０．０３９　５０４　 ０．０２１　０７７　 ０．００６　４５３　３

　　从表中可得：在三种计算条件下得到的叶片
稳态响应幅值差异小，计算时间相差大．采用

ＡＦＴ，１　０２４个采样点时，计算耗时最多；采用

ＡＡＦＴ，２５６个采样点，计算耗时最少．以ＡＡＦＴ，

２５６个采样点计算的结果为例，其计算时间２．３１ｓ
是ＡＦＴ使用１０２４个采样点计算时间９．０１ｓ的

２６％，且计算精度基本维持不变，误差仅在１％左
右（０．０９６％，１．２７８６％，０．７２％）．

３．２　参数影响分析

采用抗混叠时频域融合算法对不同围带接触

面初始正压力下叶片系统的非线性响应进行了计

算，其一阶弯曲振动幅频响应曲线如图４所示，横
坐标表示激振力频率，纵坐标为叶片振幅．

图４　系统的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃｕｒｖｅｓ　ｏｆ　ｂｌａｄｅ　ｓｙｓｔｅｍｓ

ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｎｏｒｍａｌ　ｌｏａｄｓ　ｏｆ　ｄａｍｐｅｒ

图４中，随着接触面初始正压力的增加，共振
频率不断增大，增加幅度逐渐减缓，最终趋于两接
触面为接触刚度连接时叶片的固有频率；共振峰
值在初始正压力较小时比较大，然后随着接触面初
始正压力的增加，先减小后增大，最后保持稳定．
叶顶振幅的峰值与初始正压力之间的变化关

系如图５所示，由图可知在文章设定的参数条件
下，围带间存在一个最优初始正压力值，即最优预
紧力，约为１．５Ｎ，在这一初始正压力下叶片系统
振幅最小，当初始正压力大于４Ｎ后，叶片系统的
振幅将不再变化，此时的围带摩擦面应趋于黏滞
状态，围带结构只起到增加系统刚度的作用，并不
产生阻尼效果．图６所示的叶顶频率与初始正压
力之间的变化曲线亦可表明当初始正压力大于４
Ｎ后，围带接触面处于黏滞状态，不再变化．

图５　叶顶峰值与初始正压力的关系曲线

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｏｎａｎｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｖｓ．ｎｏｒｍａｌ　ｌｏａｄ
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图６　叶顶频率与初始正压力的关系曲线

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｓｏｎａｎｔ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｖｓ．ｎｏｒｍａｌ　ｌｏａｄ

４　结　论

本文采用快速抗混叠傅里叶变换替代原本的

快速傅里叶变换进行时域与频域间的转换，对现
有的时频域融合算法进行了改进．该方法不仅可
以抑制频谱分析中的混叠误差提高算法的分析精

度，并且可以使用较少的采样点数对信号进行高
阶谐波分析，减少傅里叶变换的计算时间．对真实
叶片进行的非线性强迫振动响应计算表明：抗混
叠时频域融合算法的计算速度为原算法的４倍．
该算法适合于有限元模型、精度要求高的非线性
系统的动力学响应分析．
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